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WPROWADZENIE DO SEKWENCYJNYCH METOD TESTOWANIA HIPOTEZ

1. Wastep

Postepowanie selowencyine. Zadania statystyczne pojawiajg sie
tam, gdzie o rozkladzie pewnej cechy elementéw okreslonej popula-
cji wnioskujemy na podstawie zaobserwowanych wartosci tej cechy
dla wybranych elementéw populacji. Zbiér tych wybranych elementéw
tworzy prdébke. Metody wnioskowania statystycznego upraszczajq sig
gdy zaXoZymy, ze prébka zostala wybrans w sposéb zapewniajacy nie-
zaleznodé poszczegblnych obserwacji. To zaXozenie niezaleznosci
przyjmujemy réwniez w niniejszej pracy.

W konkretnym zadaniu statystycznym okreslony jest zbiér moz-
liwych wnioskéw (decyzji, hipotez) dotyczacych rozktadu badane]
cechy. Rozwigzanie zadania polega zasé na tym, Ze na podstawie pew-
nej liczby obserwacji wartosci tej cechy w prébce przyjmuje sig
jeden wniosek z tego zbioru i odrzuca si¢ wnioski pozostale. W wy-
znaczaniu liczby obserwacji, czyli 1liczebnosci prébki potrzebne]
do ostatecznego rozwigzania zadania statystycznego mozna wyrdz-
nié dwa rodzaje postepowania,

Jeden rodzaj postepowania charakteryzuje si¢ tym, Ze liczeb-
noéé prébki N jest wielkoscig stalg, ustalong z géry przed rozpo-
czgciem wybierania elementéw populacji do prébki. Do rozwigzania
zadania statystycznego przystepuje sig¢ po wykonaniu dok%adnie
N obserwacji. Na podstawie Xgcznej analigy N obserwacji przyjmuje
si¢ jeden wniosek ze zbioru mozliwych wnioskéw i odrzuca sig wnio-
skl pozostate, Opisane postegpowanie nazywamy postepowaniem nie-
sekwencyjnym, a pobieranie prébki o 2z géry ustalonej liczebnosci
nazywamy niesekwencyjnym pobieraniem prébki,



Metody sekwencyjne 5

Drugi rodzaj postepowania mozna opisaé nastepujgco., Wybiera
si¢ jeden element populacji do prébki. Mozliwe sg teraz dwie sy-
tuacje. Jefli wykonana obserwacja upowaznia do przyjecia jednego
wniosku ze zbioru mozliwych wnioskéw i do odrzucenia wnioskéw po-
zostalych, to postawione zadanie statystyczne jest rozwigzane i po-
bieranie prébki jest zakoficzone. Jesli wykonana obserwacja nie u-
powaznia do przyjecia zadnego wniosku ze zbioru mozliwych wnios-
kéw, to wybiera sie do prébki drugi element. Nastepuje wtedy 2gcz-
na analiza obydwu obserwacji. W wyniku tej analizy moze sie¢ oka-
za¢, %e zadanie statystyczne jest rozwigzane i iym samym zakori-
czone Jest pobieranie prébki, albo e nalezy pobraé do prébki trze-
c¢i element. Ogélnie, po wybraniu n-tego (n = 1, 2, ...) elementu
do prébki nalesy dokonaé Ygcznej analizy n obserwacji. Jesli ana-
1liza ta upowaznia do przyjecia jednego wniosku sze zbioru mozli-
wych wnioskéw i do odrzucenia wnioskéw pozostatych, to pobieranie
prébki jest zakoriczone. W przeciwnym wypadku pobieramy do prébki
kolejny element. S¥owem, pobieranie elementéw do prébki trwa do-
péty, dopdki lgczna analiza wykonanych obserwacji nie pozwala na
rozwigzanie zadania statystycznego. Ten rodzaj postepowania nazy-
wamy post¢powaniem sekwencyjnym, a opisany sposéb stopniowego po-
bierania prébki nazywamy selkwencyjnym pobieraniem prébki.

Badanie wyrywkowe. Przypusémy, ze bada sig jako$é partii skia-
dajgcej si¢ =z wielkiej iloSci pewnych przedmiotéw, Kazdy przed-
miot mozna sklasyfikowaé jako dobry lub wadliwy. W wyniku badania
o partii wydaje si¢ orzeczenie i orzeczenie to moze byé jedna z dwu
dopuszczalnych decyzji; np. przyjaé lub odrzucié partig, sprzeda-
waé po normalnej lub po zniZzonej cenie, itp. Zwykle postepuje sig
wtedy tak, %e z partii 1losuje sie¢ ustalong liczbge N przedsiotéw
1 jef1i znajdzie si¢ wérédd nich gz 1lub wigcej przedmiotéw wadli-
wych, partia zostaje odrzucona. W przeciwnym wypadku partig¢ prazyj-
mujemy,

Wyniki badania przeprowadzonego w ten sposéb mozna przedstawié
graficznie w prostokatnym ukXadzie wspéirzednych. Liczbe przed-
miotéw dobrych x odkadamy na osi poziomej, liczbe przedmiotéw
wadliwych y odkadamy na osi pionowej. W takim ukladzie wspéi-
rzednych mozna narysowaé tzw, Scilezke prébkowg., Sciezka prébkowa
Jest 1iniq Xamang zaczynajacq sie¢ w poczgtku uktadu wspéirzednych,
Sk*ada si¢ ona z N odcinkéw o dtugodei jednostkowej, 2z ktérych
kazdy moze byé pogiomy 1lub pionowy., Plerwszy odcinek Sciezlkd ma
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jeden z koficéw w poczgtku ukadu wspéirzednychy rysujemy go po-
ziomo, je$li plerwszy wylosowany przedmiot okazat si¢ dobry; ry-
sujemy go pionowo, gdy plerwszy wylosowany przedmiot okazaX sig
wadliwy, Odcinek n-ty (n = 2, 3, ... N) rysujemy poczynajgc od
"wolnego" korica odcinka o numerze n-1j rysujemy go poziomo, jesli
n-ty wylosowany przedmiot okaza si¢ dobrys rysujemy go pionowo,
gdy n-ty wylosowany przedmiot okazaXl sie¢ wadliwy., Koniec Sciez-
ki prébkowej znajduje sie¢ w pewnym punkcie prostej o réwnaniu x +
+y =N, bo z partii losuje si¢ N przedmiotéw, Jes§li koniec Sciez-
ki prébkowej znajduje sie¢ w takim punkcie tej prostej, w ktérym
¥y > z, to partie odrzucamy. Jesli Sciezka kolczy sig¢ w punkecie,
dla ktérego y < z -1, parti¢ przyjmujemy. Na rys. 1 mamy, Ze dla
N=15 4 2z = 3 $ciezka prébkowa koficzy sie¢ w punkecie, w ktérym
¥ > 3, tzn, badang parti¢ nalezy odrzucié.
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Latwo zauwazyé, ze opisany plan badania wyrywkowego moze byé
bardzo niedoskonaty., Na przykad, jesli N = 15, z = 3, a plerwsze
trzy kolejno wylosowane przedmioty okazaly si¢ wadliwe, wiadomo
Juz, ze partie ' nalezy odrzucié. Opisane wyzej postgpowanie naka-
zuje jednak wylosowaé jeszcze 12 przedmiotéw z partiil, chociaz to



Metody selkwencyjne 7

losowanie nie zmieni juz orzeczenia o badanej partii. Ten rodzaj
marnotrawstwa bierze sie stad, ze w opisanym planie badania wyryw-
kowego z géry ustalona jest liczebnosé N prébki, ktérg nalesy po-
bra¢ z partii, tzn, mamy tu przypadek niesekwencyjnego pobierania
prébki,

Rozwazmy teraz nieco inny plan badania wyrywkowego. WedZug
tego planu przedmioty z partii losuje sie dopéty, dopéki nie za-
obserwuje sié wiréd wylosowanych przedmiotéw albo 2z przedmiotdw
wadliwych albo N-z+1 przedmiotéw dobrych, Losowanie przerywa sie
z chwilg zaobserwowania Jednego 2z tych dwu zdarzefd. Jesli w mo-
mencie zakoriczenia losowania w prdébce znajduje si¢ z przedmiotéw
wadliwych, odrzuca si¢ badang partie. Jesli w momencie zakoricze-
nia losowania w prébce znajduje sig¢ N-z+1 przedmiotéw dobrych,
badana partia zostaje przyjeta. Przedstawienie graficzne tego po-
stepowania polega na narysowaniu proste} poziomej y = 3 1 proe-
teJ pionowej x = N-z+i, co oznacza zakorczenie losowania wtedy,
Idedy £ciezka prébkowa osiggnie jednag z tych dwu prostych. Np,
z rys, 1 widaé, e badanie nalesy zakoficzyé po wylosowaniu 11 przed-
miotéw i 2e badang partie nalezy odrzucié.

Przedstawiony teraz plan badania wyrywkowego ma cechy poste-
powania sekwencyjnego. Po wylosowaniu kolejnego przedmiotu trzeba
bowiem sprawdzié, czy zaszlo juz jedno z dwu zdarzesd, ktérych za-
obserwowanie pozwala zakoficzyé badanie., Liczebnoié prébki nie jest
wigc stata, zmienia sig¢, choé nie moze przekroczyé N, Dla kazde]
mozliwej Sciezki prébkowej oba przedstawione tu plany badania wy-
rywkowego dajg zgodne orzeczenie o badane] partii, Jednak uzycie
Planu sekwencyjnego pozwala tu czgsto zmniejszyé liczbe badanych
przedmiotdw,

Oméwimy teraz na przyktadzie wyzej opisanych planéw badania
wyrywkowego zalety i wady planéw z sekwencyjnym pobieraniem préb=-
K., Uzywanie planu z selwencyjnym pobieraniem prébki jest bardzie]
skomplikowane niz uzywanie planu, w ktérym licsebnosé prébid jest
okreslona 3z géry, Wynika stad, ze badanie przebiega wolniej, bo
naleiy je zatrzymywaé po wylosowaniu kazdego nowego przedmietu,
seby sprawdzié cszy speinione sg réine warunki. Przypuéémy dalej,
te stosufemy selowencyjne badanie wyrywkowe np. gdy N = 15, z = 3.
Jesli pierwsze trzy wylosowane przedmioty sg wadliwe, przerywamy
badanie i parti¢ odrzucamy, Mamy wystarczajgcqg informacje do wy-
dania wXa$ciwego orzeczenia o partii, ale bardzo maZo wiemy wtedy
np. o procencie przedmiotéw wadliwych w partii. Nie mozna jednak
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krytykowaé selwencyjnego planu badania wyrywkowego za brak wias-
nosci, ktérych dla tego planu nie postulowano. Rzeczywista korzysé
ze stosowania sekwencyjnego planu badania wyrywkowego Jest ta, Ze
podczas gdy dla kazdej danej prdébki oba opisane plany dajg zgodne
orzeczenie o partii, to przez stosowanie planu sekwencyjnego moZ-
na érednio znacznie zmniejszyé liczbe losowanych przedmiotéw.

2. Sekweneyjny test ilorasowy

Opis testu. Podstawy teorii sznanej dzié pod nazwg analizy se-
wencyjnej stworzyx okoo 1943 roku A, Wald. Najwazniejszym wyni-
kiem tej teorii jest sekwencyjny test iloraszowy.

Przypuséémy, e zmienna losowa X ma rozkiad prawdopodobiefistwa
o gestosci (funkcji prawdopodobierstwa) f(x,p), gdzie p jest pew-
nym parametrem tego rozkladu. Cheemy zweryfikowaé hipotese¢ zero-
wa, %8 p= Por przeciwko hipotezie alternatywnej, Z2e p = Py Przyj-
mujemy Jjedng z tych.-hipotez na podstawie niezaleinych obserwacji
Xy9 Xpy eoe zmiennej losowej X. Test ma byé tak skonstruowany, Ze
gdy prawdziwa jest hipoteza zerowa, prawdopodobiedstwo Jej odrsu-
cenia ma byé réwne x, gdy zas$ prawdziwa jest hipoteza alternatyw-
na, prawdopodobiefistwo jej odrzucenia ma byé réwne }3.

W praypadku prébki o z géry sadanej liczebmofci (nieselwen-
cyjne pobieranie prébki) optymalny test dla takiego sagadnienia
konstruuje sie w oparciu o klasycsny lemat Neymana - Pearsona.
Tworzy sie mianowicie iloraz najwigksgej wiarogodnosci Ly
gdzie
Prawdopodobieristwo zaobserwowanych wynikéw, Jesli P=D,

(1) L, =

Prawdopodobieristwo zaobserwowanych wynikéw, jesli P=p,
f(xio P1)

i=1 f(xi’ po)

i jesli Ln jest mniejsze od pewnej statej C, przyjmuje sig, Ze
P=p, & gdy I‘n jest wigksze od tej stalej, przyjmuje sig¢, Ze
P =D, Przy zadanych prawdopodobierstwach o 4 [ staig C wyzna-
oza sie w zalesnofci od o, zaé liczebnosé préblkd N ustala si¢ na
podstawie wielkosci prawdopodobieristwa (3. Talkd test Jest testem
najmocniejszym, tzn. dla kazdego innego testu - prazy poprzpdnio
zadanym prawdopodobiefistwie « i wyznaczonej liczebnosei prébid N
- prawdopodobienistwo przyjecia hipotezy zerowej, gdy prawdziwa
jest hipoteza alternatywna, nie jest mniejsze od/3.
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Sekwencyjny test ilorazowy jest analogonem powyzszego klasycz-
nego testu. Opiszemy teraz, jak weryfilkuje sieg hipotezy prezy po-
mocy tego testu,

Kontynuujemy losowanie elementéw do prébki jesli

(2) B <L, <A

Losowanie przerywamy, skoro tylko L < B lud L >A, Jedli L gB
przyjmujemy hipoteze, ze p = Py’ jeéli Ln> A, przyjmujeny hipote-
zZ¢, 2¢ p =Pye State A 1 B wyznacza sig¢ tak, Zeby w przyblizenin
otrzymaé zadane prawdopodobieristwa o i P biegdéw I 1 IT rodzaju.
Zgodnie z tym Wald udowodnii, ze

(3) Avl=f | po B,
o 1 -

Szezegélowy dowdéd przyblizonych réwnodci (3) sznajduje sie w [5],
str. 40-48, zad szkice dowodu mozna znalefé w [3], str. 491 (6],
stl‘. 15-160

Sto e selwencyjnego test lorazowego d oteg zXozo-
Bbysh. RozkXad prawdopodobieristwa zmiennej losowej X, o ktérej mé-
wilismy wyzej w opisie sekwencyjnego testu ilorazowego, zawieral
Jjeden niegznany parametr p. Hipotezg¢ dotyczaca parametru p nazy-
wamy hipoteza prosts, jes1li w sposéb Jednoznaczny okresla ona war-
toéé liczbows tego parametru. Natomiast Jes11 hipoteza dotyczy
wiekszego zbioru wartodeci liczbowych parametru Py to nazywamy ja
hipotezg zlozong. Na przyktad hipoteza orzekajaca, ze p = 5 jest
hipotezq prosta. Z kolei hipoteza orzekajaca, %2e 3<p<5 jest hi-
potezg zYozong. Wprowadzone rozréinienie pozwala na stwierdgenie,
%2e sekwencyjny test ilorazowy przeznaczony jest do weryfikowania
prostej hipotezy zerowej przeciwko prostej hipotezie alternatyw-
nej,

W praktyce testowania hipotez rzadko mamy do czynienia z sy-
tuacja, w ktérej zaréwno zerowa jak i alternatywna hipoteza o nie-
znanym parametrze p rozktadu prawdopodobiefistwa gmiennej loso-
wej X sg hipotezami prostymi. Znacznie czgscle] spotykamy sytua-
cje, gdzie przynajmniej jedna z testowanych hipotez jest hipotezg
s!oéonq. Przedstawimy teraz kilka typowych przykiadéw takich hi-
potez 1 sformulufemy reguty, ktére pokazujg jak nalezy wtedy sto=-
sowaé opisany wyzej selwencyjny test ilorazowy. Reguly te 8g waz-
ne dla wigkszosci czesto spotykanych w praktyce rozkadéw prawdo-
podobierstwa. W szczegélnosci mozna Je stosowaé wtedy, gdy zmienna
losowa X ma rogk¥ad normalny o znanej wartosci oczeakiwanej i nie-
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znanej wariancji p, rozkiad normalny o nieznanej wartosci ocze-
kiwanej p 1 znanej wariancji, rozkiad dwumianowy bgdZ roszkxad
Poissona,

Zaczniemy od przykadu nastepujacego. Chcemy zweryfikowaé pro-
sta hipotese zerowg, %2e p = Pys przeciwko zXozonej hipotezie al-
ternatywnej, e p > Pys gdzie Py > Poe Test uzyty do tego celu ma
byé taki, ze prawdopodobieiistwo odrzucenia hipotezy zerowej, gdy
jest ona prawdziwa, ma byé réwne o oraz prawdopodobieristwo od-
rgzucenia hipotezy alternatywnej, gdy Jjest ona prawdziwa, ma nie
przekraczaé 8 . Warunki te speinia sekwvenoyjny test ilorazowy dla
testowania prostej hipotesy zerowej p = p, przeciwko prostej hi-
potezie alternatywnej p = Py, 2 prawdopodobieristwami biedéw o« i3 .

Catkowicie analogiczna jest reguia uzycia sekwencyjnego testu
ilorazowego dla zweryfikowania prostej hipotesy zerowej, %2e p =
= Dgys przeciwko stozone] hipotezie alternatywnej, ze PSPy gdzie
Py < P,

Zajmijmy sie teraz weryfikowaniem z*ozonej hipotezy zerowe],
2e p < Pys przeciwko gzXozonej hipotezie alternatywnej, Ze p > Pys
gdzie p1'> Py Test uzyty do zweryfikowania tych hipotez ma byé
taki, ze prawdopodobieristwo odrzucenia hipotezy zerowej, gdy Jjest
ona prawdziwa, ma nie przekraczaé o, natomiast prawdopodobieis-
two odrgucenia hipotezy aiternatywnej. gdy jest ona prawdziwa, ma
nie przekraczaé¢ B , Wymienione warunki speinia sekwencyjny test
ilorazowy dla testowania prostej hipotesy zerowej p = p, przeciw-
ko prostej hipotezie alternatywnej p = P, 2 prawdopodobiefistwami
bXedéw o 1 B e

Analogicznie uzywa sie¢ tez sekwencyjnego testu 1loragowego
dla weryfikowania hipotezy zerowej, Ze p > Por przeciwko hipote-
zie alternatywnej, ze p < Pys gdzie Py < Pge

Przykad zastosowania selovencyjnego testu ilorazowego. W me-
dycznych pracach badawczych czesto chodzi o poréwnanie skutecz-

noéci dwu lekéw, WeZmiemy pod uwage dwa sposoby takich badai. Je-
den z nich polega na tym, Ze badanie wykonuje sig¢ na jzdnej gru-
pie pacjentéw, Drugi sposéb polega na tym, 2e badanie wykonuje
sie na dwu réwnolicznych, potgczonych w pary, grupach pacjentéw,
Jes1li badanie wykonuje sie na jednej gruple, to na kazdym pacjen-
cie z tej grupy wyprébowuje sie w losowe] kolejnosci obydwa leki.
Jes1li badanie wykonuje sie na parach pacjentdéw, to obydwa leki wy-
prébowuje sie w kazdej parze w ten sposéb, ze na pierwszym pac-
jencie wyprébowuje sie jeden lek wybrany losowo spodréd dwu bada=-
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nych lekéw, za§ na drugim pacjencie 2z tej pary wyprébowuje sig
lek pozostaty. W takich sytuacjach nie nalezy jednak wprowadzaé do
doswiadczenia wazystkich pacjentéw jednoczesnie, a to dlatego, ze
jak zawwaza Armitage, rozwazania etyczne nakazujg przerwaé do-
éwiadczenie skoro tylko stanie sie jasne, ktéry z badanyca lekdw
nalezy preferowaé. Krdétko méwigc, doswiadczenie powinno mieé cha-
rakter sekwencyjny.

Oznaczmy badane leki literami K i L., Zakladamy, 2e dla kaZde-
go pacjenta (wzglednie dla kazdej pary pacjentéw) mozliwe sg tyl-
ko dwa wyniki badania: 1% 1lex K jest gorszy od leku L 2% 1ex X
Jest lepszy od leku L. Zakladamy dalej, ze dla kazdego pacjenta
(kazdej pary pacjentéw) prawdopodobieristwo wyniku oznaczonego
przez ' wynosi p, a prawdopodobieristwo wyniku oznaczonego przez °
wynosi 1-p, oraz ze wyniki u poszczegélnych pacjentéw (poszcze-
gblnych par pacjentéw) sg niezalezne. Wobec tego prawdopodobiefis-
two P(X=x, Y=y), Ze w pewnym momencie doéwiadczenia wynik ozna-
czony przez 1° zaobserwowano u x pacjentéw (par pacjentéw), zas
wynik oznaczony przez 2° zaobserwowano u ¥y pacjentéw (par pac-
jentéw) jest dane rozkladem dwumianowym i wynosi

(4) P(X=x, Y=y) = (%}7).p*(1-p)7

Za pomocg sekwencyjnego testu ilorazowego chcemy zweryfikowad
hipoteze zerowg (Ho),.ze skutecznoéé obu lekéw jest jednakowa prze-
ciwko hipotezie alternatywnej (I’L| ), 2e lek K jest lepszy od leku L
co najmniej w 75 % przypadkéw, Jesli prawdziwa jest hipoteza ze-
rowa, to obydwa wyniki badania sg jednakowo prawdopodobne, czyli
mamy p, = 0,5. Gdy prawdziwa jest hipoteza alternatywna, to praw-
dopodobieristwo wyniku oznaczonego przez 1° nie przelnl'acza Py =
=1-0,75 = 0,25. Przyjmujemy nastepujgce prawdopodobienstwa bie-
déw I 1 II rodzaju: o = 0,023 B < 0,05.

Nalesy teraz obliczyé i1loraz najwigksze] wiarogodnodci I‘n‘
Ze wzoréw (1), (4) oraz z postawionych hipotez otrzymujemy kolejno

(52 )eyt1-py)7 (_21)X(1'p1)y

Po/ \1-p,

(5) L -L =
s 03

: (g.:%z)‘(::g'g ) - 0,9%11,57

Na podstawie wzoréw (3) obliczamy teraz state A i B podstawiajgc
o = 0'02' ﬁ = 0.050
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Otrzymujemy wtedy

(6) anl=f 12000 _ 475
or 0'02
(7) Bﬂ—é—- —&L—- 0.051

1= 1-0,02
Z opisu selwencyjnego testu ilorazowego wynika, Ze w omawia-
nym przyktadzie do doswiadczenia nalezy wigczyé kolejnego pacjen-
ta (pare pacjentéw) jesli (por., nierdwnoéé (2))

(8) 0,051 < (0,5)*(1,5)¥ <471,5.

Doéwiasdczenie nalezy zakoficzyé, gdy nieréwnoéé podwéjna (8) nie
jest speniona. Jesli (0,5)%(1,5)Y¥< 0,051, to przyjmujemy hipote-
ze zerowa o jednakowej skutecznodci obu lekéw. Jesli (0,5 ™ ,5)7 > 47,5
przyjmujemy hipoteze alternatywng, ze lek K jest lepszy od leku L
co najmniej w 75 % przypadkéw,

Zlogarytmujmy stronami nieréwnoéé (8)., Mamy wtedy

1log0,051 < x-log0,5 + y-logl,5 < 1log4T,5
skad otrzymujemy
-1,2924 < = 0,301x + 0,1761.y < 1,6767

Do nieréwnoéci tej dodajemy stronami wyrazenie 0,301°x, a nastgp-
nie dzielimy jg stronami przez liczbe 0,1761. Ostatecznie dosta-
niemy

(9) 1,T1°x = 7,34 <y <1,Tiex + 9,52

Otrzymana nieréwnosé jest réwnowazna nieréwnosci (8). Jest ona
bardziej wygodna do naszych celéw. Trzeba tylko pomnozyé aktualng
liczbe x pacjentéw (par pacjentéw), u ktérych zaobserwowano wy-
nik oznaczony prgez 1°, przez wspéiczynnik 1,71, a do wartosci te-
go iloczynu dodaé odpowiednio liezby -7,34 1 +9,52. Otrzymamy
w ten sposéb dwie liczby graniczne., Jesli aktualna liczba y pa-
cjentéw (par pacjentéw), u ktérych gzaobserwowano wynlk oznaczony
przez 2°, zawiera si¢ migdzy tymi dwiema liczbami granicznymi, to
nalezy wiaczyé do doswiadczenia kolejnego pacjenta (parg pacjen-
téw), Je£li zaobserwowana liczba y jest niewigksza od mniejsze]
z dwu liczb granicgnych przyjmujemy hipoteze zerows, ze skutecz-
noéé obu lekéw jest jednakowa. Jesli zaobserwowana liczba y nie
jest mniejsza od wigkszej z dwu liczb granicznych, to przyjmujemy
hipotezge alternatywna, ze lek K jest lepszy od leku L co naj-
mniej w 75 % prazypadkéw,
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Opisany tu plan badania sekwencyjnego zyskuje jeszcze na przej-
rzystoéci, jesli przedstawimy go graficznie w prostokatnym ukza-
dzie wspbirzednych. Liczbe pacjentéw (par pacjentéw) x, dla kté-
rych lek K okazaX si¢ gorszy od leku L, odkadamy na osi pozio-
mej; 1liczbe pacjentéw (par pacjentéw) y, dla ktérych lek K oka-
zat si¢ lepszy od leku L, odkladamy na osi pionowej. W tym ukla-
dzie wspéirzednych rysujemy (patrz rys. 2) dwie proste réwnolegle
o réwnaniach

(10) ¥y =1,T.x - 7,34
orasz
(11) ¥ =1,Tex + 9,52

Prawe strony réwnad (10) i (11) wziete sq 2z nieréwnoSci podwdj-
nej (9).

‘.
3

3
>y

Rys.2
W czasie prowadzenia doswiadczenia rysujemy w tym ukladzie
wapbirzednych dciezke prébkowa, Kolejny odcinek tej Sciezki rysu-
jemy poziomo, jesli u danego pacjenta (pary pacjentéw) lek K oka-
zal sie¢ gorszy od leku L, W przeciwnym wypadku rysujemy ten odci-
nek pionowo, Nalezy kontynuowaé wZgczanie kolejnego pacjenta do
doéwiadczenia dopéty, dopdki Sciezka prébkowa znajduje sie¢ miedzy
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prostymi (10) 1 (11). Doswiadczenie nalezy zakoriczyé skoro tylko
éciezka prébkowa osiggnie lub przekroczy Jedng z tych prostych.
Jesli Sciezka prébkowa osiggnie lub przekroczy prostg o rdéwnaniu
(10) nalesy wéwczas przyjaé hipoteze H,, 2e skutecznosé obu lekéw
jest jednakowa. Jesli Sciezka prébkowa osiggnie 1lub przekrocay
prostg o réwnaniu (11), nalezy przyjgé hipoteze¢ 51. ze lek K jJest
lepszy od leku I c¢o najmniej w 75 % przypadkéw. Np. z rys., 2 wi-
daé, %2e po zbadaniu 17 pacjentéw (par pacjentéw) nalezy zakorczyé
doéwiadczenie i przyjaé hipotesze Hy.

Niektére wiasnodci selwencyjnego testu ilorazowego. Przeglad

wlasnosci selwencyjnego testu ilorazowego rozpoczniemy od stwier-
dzenia, %2e w przyblizeniu znana jest funkcja operacyjno-charakte-
rystyczna tego testu. Przy ustalonych o, 8, Py Py funkcja ope-
racyjno-charakterystyczna P(plcx,gs, Po» p1) selwencyjnego testu
ilorazowego wyraza prawdopodobieinistwo przyjecia hipotezy, 2e p =
= Pys W zaleznosci od parametru p. Wyprowadzenie odpowiednich wzo-
réw oraz przyklady funkecji operacyjno-charakterystycznych znalefé
mozna przede wszystkim w [5], str., 48-52 i 158-170 oraz w [3],
str, 487-489 1 [6], str, 17-19.

Nasza uwage skupimy teraz na liczebnosci prébki n, ktéra jest
potrzebna do przyjecia jednej z dwu hipotes Ho 1lub 51.

Pierwsze pytanie, ktére si¢ tu nasuwa Jest nastepujace. Czy
moze sie zdarzyé, ze nieréwnosé (2) bedzie speiniona dla katde]
liczby n(n=1, 2 ...) ? Graficznie oznacza to takg sytuacje,
26 $ciezka prébkowa "bigka sig" pomiedzy dwiema prostymi réwno-
legtymi niezaleznie od tego, ile wynosi 1liczebnosé prébki., Ina-
czej méwiae, pytamy sie o to, czy do przyjecia jednej z dwu hipo-
tez B 1lub H1 wystarczy zawsze prébka o skoficzonej licztde elemen-
téw, Jezeld dla kazdego n (n=1, 2, ...) zachodzi nieréwnoéé (2),
powiemy, 26 n =o0o. W opisie sekwvencyjnego testu ilorazowego za-
Zozono, zZe poszczegilne obserwacje Xy9 Xps eco B8 niezalezne i po-
chodzg z tego samego rozkladu o gestosci (funkeji prawdopodobier-
stwa) f(x, p). Wprowadzajac nowa zmienng losowg

£(x,p,)
(12) z-log?(;:—?T
%50

mozna udowodnié, ze Jjezell wariancja zmienne] losowej Z Jest
ré2na od zera, to prawdopodobiefstwo, 2e n =oo , jest réwne ze-
™., Dowdd tego twierdzenia podany jest w [3], str, 482-483 1 (5],
str. 157-158,
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Licgebnosé prébki n nie jest ustalona z géry, lecz jest pew-
ng zmienns losowg. Niestety o rozkiadzie prawdopodobienstwa te]
gmiennej losowej] wiemy niewiele. Znane sg jednak przyblizone wzo-
ry na wartosé oczekiwang E(n|p) tej zmiennej losowej, tzn, wzory
podajgce przecietng 1loéé obserwacji potrzebnych do zweryfikowa-
nia przy pomocy sekwencyjnego testu ilorazowego hipotezy Ho prze-
ciwko hipotezie H, (patrz [3], str. 489-491, [5], str. 52-54, 65-
69, 170-180 1 [6], str. 19-21). Nie bedziemy *u przytaczali tych
wzordw, podamy jednak kilka przyktadéw na to, ile wynosi ta prze-
cietna 1losé obserwacji potrzebnych .do zweryfikowania hipotez przy
pomocy selkwencyjnego testu ilorazowego. Nastepnie poréwnamy te
wartodci 2z liczbg obserwacji, ktére naleiy wykonaé, gdy te same
hipotezy weryfikujemy za pomocg klasycznych testéw, w ktérych 1i-
czebnoéé prébki jest ustalona z géry.

ZaXézmy najpierw, e badana cecha ma rozkiad normalny o wa-
riancji réwnej 1, ale o nieznanej wartosci oczekiwanej p. Na pod-
stawie obserwacji chcemy zweryfikowaé hipotese Ho' 2e p= Pys Prze-
ciwko hipotezie H1 s 26 p = Py» gdzie Py > Pge Niech prawdopodo-
biefistwa bledéw I 4 II rodzaju wynoszg odpowiednio o i 4. Do zwe-
ryfikowania tych hipotez mozna uzyé badé klasycznego testu naj-
mocnie jszego, skonstruowanego w oparciu o lemat Neymana-Pearsona,
bgdé selwencyjnego testu iloragowego. Uzycie niesekwencyjnego te-
stu najmocnie jszego wymaga wykonania ustalonej z géry liczby ob-
sexrwac ji. Gdy zas$ uzywamy sekwencyjnego testu ilorazowego, to nie
potrafimy wprawdzie przewidzieé 2z géry, ile obserwacji trzeba
w danym wypadku wykonaé, ale potrafimy obliczyé przecietng 1losé
E(n|p) obserwacji, ktére w takich wypadkach wykonujemy. Jezeli te-
raz tg przecigtng ilosé E(n|p) obserwacji podzielimy przez z géry
ustalong liczbe obserwacji dla testu niesekwencyjnego, a nastep—
nie iloraz ten pomnoiymy przez 100, to otrzymamy przecietne pro-
centowe zmniejszenie (powigkszenie) liczebmosci prébkd gdy stosu-
Jemy selwencyjny test ilorazowy zamiast klasycznego testu najmoc-
niejszego pod warunkiem, Ze wartosé oczekiwana rozk*adu badane]
cechy wynosi p., Tablice 1 1 2 (zaczerpniete z ksigzki Walda [5],
str. 57) podajg dla réznych o i /3 przecietne zmniejszenie pro-
centowe liczebnodci prébki przy stosowaniu sekwencyjnego testu
ilorazowego zamiast nieselwencyjnego testu najmocniejszego w przy-
padku, gdy prawdziwa jest odpowlednio hipoteza H, (tablica 1) 1ub
hipoteza H, (tablica 2). Z tablic tych widaé, e przecigtne zmniej-
szenie liczby obserwacji jest bardzo znaczne i wynosi okozo 50 %.
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Prash 'l .¢lal+

« | 0,01|0,02|0,03| 0,04 0,05

0,01 58 54 51 49 AT
0,02 60 56 53 50 49
0,03 61 57 54 51 50
0,04 62 58 55 52 50
0,05 63 59 55 53 51

Tadlilecw 2

6 * | 0,01|0,02|0,03| 0,04 0,05
0,01 58 60 61 62 63
0,02 54 56 oY f 58 59
0,03 51 53 54 55 55
0,04 49 50 51 52 53
0,05 47 49 50 50 51

Zalozymy teraz, Ze badana cecha ma rozkad dwupunktowy o nie-
znanym prawdopodobierstwie sukeesu p. Na podstawie obserwacji chce-
my zweryfikowaé hipotese Hy, 2 p = 0,25, przeciwko hipotezie Hyy
%e p = 0,75. Niech prawdopodobiefstwa bkedéw I 1 II rodzaju wyno-
szq o = 3 = 0,001, Dla kilku wartosci p obliczono przecigtng ilosé
E(n|p) obserwacji, ktére trzeba wykonaé, uzywajgc sekwenoyjneéc
testu ilorazowego do zweryfikowania postawionych hipotez. Rezul-
taty tych obliczed zamieszczono w tablicy 3, ktérg zaczerpnigtc
z ksigzki Wetherilla [6], str. 23. %Zatwo pokazal, Ze gdybysmy te

it o gt i b Tl

P 0,25 0,37 0,43 0,50 0,57 0,63 0,75

E(nlp) | 12,6 22,0 32,2 39,5 32,2 22,0 12,6

same hipotezy z tymi samymi prawdopodobierstwami biedéw o = f}3 =
= 0,001 chcieli zweryfikowaé za pomocg niesekwencyjnego testu naj-
mocniejszego, to potrzebne jest do tego wykonanie 33 obserwacji.
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Poréwnanie tego wyniku z wynikami zamieszczonymi w tablicy 3 poz-
wala sformiowaé nastepujgce wnioski, Jesli prawdziwe wartosci
nieznanego parametru p sg bliskie hipotetycznym wartosciom p= 0,25
ip=0,75, wtedy selwencyjny test ilorazowy jest bardzo efektyw-
ny w sensie przecigtnej liczby obserwacji. Jesli jednak hipotety-
czne wartosei p=0,251 p = 0,75 zostaly wybrane tylko po to, by
umozliwié skonstruowanie sekwencyjnego testu 1lorazowego, a nie
reprezentujg nawet w przyblizehiu prawdziwej wartosci nieznanego
parametru p, to w poréwnaniu 2z klasycznym testem najmocnie jszym
selwencyjny test ilorazowy mie daje wigkszego przecigtnego zmniej-
szenia 1losci obserwacji, a czasem nawet (gdy p wynosi okoZo 0,5)
niekorzystnie jg zwieksza.

3, Test selwencyjny w przypadkn postawienia trzech hipotez

Opis testu. Sposéb postgpowania opiszemy tu na przykiadzie
poréwnywania skutecznosci dwu lekéw, Oznaczmy badane leki litera-
mi K i L., Zakladanmy, Ze dla kazdego pacjenta (pary pacjentéw) moz-
liwe sg tylko dwa wyniki: 1° 1lek K jest gorszy od leku Lj 2° 1ek K
jest lepszy od leku L, Zakladamy dalej, 2e dla kazdego pacjenta
(pary pacjentéw) prawdopodobieristwo wyniku oznaczonego przesz 12
wynosi p, przy czym wyniki u poszczegélnych pacjentéw (par pacjen-
téw) sa niezalezne,

Na podstawie obserwacji mamy przyjaé jedng z trzech mozliwos-
ci: lek K jest gorszy od leku L, lek K Jest réwnie skuteczny jak
lek L, lek K jest lepszy od leku L. Te 3 mozliwosci przedstawimy
w postaci trzech hipotez o prawdopodobienstwie p:

H,: p>Pp, > 0,5
(13) H t p=1p,=0,5
Hyt pP<pp=1- P4 < 0,5
Z tré6jki hipotez (13) wybierzmy dwie hipotezy H_1 i Ho' Hipo-
teze H_1 mogemy zweryfikowaé przeciwko hipotezie Ho za pomoc§ se-
kwencyjnego testu ilorazowego. Niech w tym tescie, ktéry oznaczy-
my przez S_1 , prawdopodobieristwo przyjecia hipotezy H_, pod wa-
runkiem, % prawdziwa jest hipoteza H_, wynosi «/2. Natomiast pra-
wdopodobiefistwo przyjecia hipotezy Hj pod warunkiem, e prawdziwa

jest hipoteza H , niech nie przekracza [ . W catym rozdziale bg-
dziemy zakXadaé, ze prawdopodobiefistwa bledéw spelniajs nierdw-
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noéé o < 2. Przy pomocy testu S_, mozna przyjaé albo hipotesze H_,
albo hipoteze Ho.

Z wlei z tréjid hipotez (13) wybieramy dwie hipotezy Hj i H,.
Hipoteze Ho gweryfikujemy przeciwko hipotezie H1 za pomocg sSek-
wencyjnego testu ilorazowego, ktéry oznaczymy tu przesz S1. Niech
test S1 bedzie tak skonstruowany, 2e prawdopodobiefstwo przyjecia
hipotezy H1. pod warunkiem, Ze prawdziwa jJest hipoteza Ho' wyno-
sl « /2, Natomiast prawdopodobierstwo przyjecia hipotezy H, pod
warunkiem, %2e prawdziwa jest hipoteza H1. niech nie przekracza }f.
Przy pomocy testu S1 mozna przyjaé albo hipoteze¢ Ho albo hipote-
ze H1.

Do decyzji o przyjeciu jednej z trzech hipotez (13) dochodzi-
my w nastepujgcy sposéb, Prowadzimy selwencyjne badanie skutecz-
noéci lekéw K 1 L. Obserwacje pochodzgce z tego badania siuzg
réwnoczeénie za podstawe testu S_, 1 testu 5,. Po wykonaniu pew-
nej liczby obserwacji okazuje sig, Ze dla jednego z tych testéw
nie jest speiniona nieréwnosé (2) i tym samym dochodzimy do przy-
jecia jednej z dwu hipotez weryfikowanych przy pomocy tego testu.
Zakoliczgylidmy réwnoczesne operowanie dwoma testami S, i 81, a dal-
sze kolejne obserwacje stuzg juz tylko za podstawe tego z nich,
ktéry speinia Jjeszcze nieréwnosé (2). Wreszcie 1 dla tego testu
dochodzimy do przyjecia jednej z dwu hipotez weryfikowanych prey
jego pomocy, wobec czego koriczymy sekwencyjne badanie skut ecznoé-
ci lekéw K 4 L, Na podstawie wynikéw testéw 541 S1 nalesy teraz
powziaé ostateczng decyzje o przyjeciu Jednej z trzech hipotesz
(13). Okazuje sig, %2e opisane postepowanie dopuszcza tylko 3 sy-
tuacje, odpowiadajgce trzem koficowym decyzjom. Sytuacje te i kofi-
cowe decyzje zamieszcgono w tablicy 4.

Tablica 4

Przyjeta hipoteza | Ostateczna
Test S_, Test S, decysja
B, H, B,

o Hy H,

° H1 K,
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Przykiad licgbowy 4 ilustracja graficzna, Postawiono 3 hipo-

tezy o skutecznofci lekéw K i L, Hipoteza H -1 Orzeka, ze lek K
Jest gorszy od leku L c¢o najmniej w 75 % przypadkéw. Hipoteza H,
orgeka, ze skutecznosé obu lekéw jest jednakowa. Hipoteza H, orze-
ka, 2e lek K jest lepszy od leku L co najmniej w 75 % przypadkéw.
Stad 1 z (13) mamy

H_1' P > P_1 = 0’75
(14) Hyt p=p, =0,5
H1 ¢t P<py=1-0,75= 0,25

Niech w naszym przykiadzie o = 0,021 8 = 0,05, speXniony jest
wiee warunek o < 20, Oznaczmy przez x aktualng liczbe pacjen-
téw (par pacjentéw) ' u ktérych zaobserwowano wynik oznaczony wy-
2ej w opisie przez 1° » Za$ przez y oznaczmy aktualng liczbe pa-
ojentdw (par pacjentéw), u ktérych zaobserwowano wynik oznaczony
przez 2

Na podstawie wzoréw (3) 1 zgodnie z tym, co powiedziano o pra-
wdopodobiefistwach bledéw dla testéw S.q4 1 8,, obliczamy state A
i B podstawiajac o /2 = 0,01 i g8 = 0,05, Otrzymujemy wtedy

(1%) Anl=f 1 -0,05 95
a/2 0,01
(16) B —L . 003 _ (0505

1-(ax¢f2) 1 - 0,01

Ze wgoréw (1), (4) oraz (14) obliczamy ilorasy najwickagej wiaro-
godnogci dla testu S_1 i testu S.‘. Oznaczajqc ten iloraz przez I._1
dla testu S_.'. zasd przes I.1 dla testu &’»1 otrzymujemy kolejno

x+y Xea_ y X hui y
an 1. (xTy)—,ﬁ—p_?l .("-_1) (1_1’;1.) -
(%% )p5(1-p,) P,/ \ 1-p,

- (22)° (+2528)” = ¢1.59)%0,5)7

_C&)sfa-p)? (5 \¥1-n,
(18) L, 5 Wha Dl WIEEN B 0 Y telt: 5
- ke - () (7

.(8-:%2) (}#5%;) = (0,5%(1,57
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z (15), (16) 1 (17) mamy, %e nieréwnosé (2) dla testu S_, wyglada
nastegpujgco

(19) 0,0505 < (1,5)*(0,5)Y <95

Podobnie z (15), (16) i (18) otrzymufemy, ze nieréwnosé (2) dla
testu S1 Jest nastepujgea

(20) 0,0505 < (0,5)*(1,5)Y <95

Nieréwnoscd (19) i (20) przeksztateimy teraz do prostszej po-
staci. Przsksztaleajgec nierdwnosé (19) otrzymujemy kolejno

10g0,0505 < x.log1,5 + y.1log0,5 < log95
= 14297 < 0,176%1ex = 0,301y < 1,9777

=1,2967 = 0,1761eX -, o - 19777 = 0,1761-x
- 0’”1 - 0'301

skad ostatecznie
(21) 0,58ex = 6,57T< y < 0,58¢x + 4,31
Przeksstalcajgc podobnie nieréwnosé (20) otrzymujemy kolejno
= 14,2967 < = 0,301ex + 00,1761y < 1,9777
= 1,297 + 0,301.x <y < 1.9777 + 0,301-x
0,1761 0,1761
skad ostateeznie
(22) 1,T1eXx = T, < y<1,T1ex + 11,23

Przedstawimy teraz ten przykiad postgpowania selkwencyjnego
graficznie w prestokatnym ukadzie wspéirgzednych. Liczbg pacjen=-
téw (par pacjentéw) x, dla ktSrych lek K okazal si¢ gorszy od le-
ku L, odk¥adamy na osi poziomejj; liczbe pacjentéw (par pacjen-
téw) y, dla ktérych lek K okmzal sig lepszy od leku L, odkXadamy
na osi pionowej. W tym ukladzie wspéirzednych test S_1 okreslony
jest, zgodnie z (21), przez dwie proste réwnolegte o réwnaniach

(23) Y= 0,58'! - 6.57
oraz
(24) y = 0,58.x + 4,31

Podobnie test S, przedstawiony jest, zgodnie z (22), przez dwie
proste réwnolegle o réwnaniach

(25) ¥= 1,Tlex = 7,36
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orag
(26) ¥ =1,T1ex + 11,23

Proste (23), (24) oraz (25) 1 (26) zaznaczono na rys. 3. Widaé
z tego rysunku, Ze oprécz "nosyc" wyznaczonych przez te dwie pary

LA |

25

75

0O

Rys.3

prostych 2znajdujg si¢ tam jeszcze 3 obszary. Skoro tylko fciezka
prébkowa znajdzie si¢ w jednym z nich, przerywamy doéwiadczenie,
a ostateczna decyzja polega na przyjeciu jednej z trzech hipotez
w sposéb wskazany na rys, 3. Zawwasyé trzeba, ze sposéb wskazany
na rys. 3 jest zgodny z procedurs podang w tablicy 4. Zgodnie z ta-
blicg 4 trzeba jednak zwrécié uwage na jeden wyjatkowy przypadek.
Mianowicie, je$li Scieika prdébkowa (patrz rys., 3) przetnie i od-
cinek AB i odcinek AC, to natychmiast przerywamy doswiadczenie,
a ostateczna decyzja polega witedy na przyjeciu hipotezy Ho'
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Niektére wasnoséci testu., Wasnosciami o) 1-anego postepowania
sekwencyjnego, polegajgcego na réwnoczesnym i niezaleznym opero-
waniu dwoma sekwencyjnymi testami ilorazowymi S-1 oraz S., s zajmo-
wali sie w pierwszym rzedzie Sobel i Wald [4]. Wymienimy tu tylko
dwie bardzo proste wiasnosci. Jedna z nich stwierdza, ze dla opi-
sanego testu prawdopodobieristwo odrzucenia hipotesy Ho pod warun-
kiem, 2e jest ona prawdziwa, jest réwne w przyblizeniu «. Druga
wkasnoéé dotyczy przecigtnej liczby obserwacji E(nlp) potrzebnych
do podjecia ostatecznej decyzji. Oznaczmy przez E(nlp,S_1) prze-
cietng 1lo$é obserwacji potrzebnych do zweryfikowania hipotezy Ho
przeciwko hipotezie H_, przy pomocy testu S_,, za$ przez E(nlp.s1)
oznaczmy przecietng ilosé obserwacji potrzebnych do zweryfikowa-
nia hipotezy Ho przeciwko hipotezie B1 przy pomocy testu S1. Pra-
wdziwa jest wtedy nieréwnosé

(27 E(n|p) > max {E(nlp,S_;)» Elalp,s,)}

4, Zamkniety test sekwencyjny Armitage’a

Kilkakrotnie juz podkreslaliémy, ze dla metod selwencyjnych
charakterystyczne jest, iz liczebnodé prébki n Jest zmienng lo-
sowsg., Moze wiec czasem zdarzyé sie, Ze np, dla zweryfikowania hi-
potez przy pomocy Jjednego =z poznanych juz testéw sekwencyjnych
trzeba wykonaé bardzo duso obserwacji. Wykonanie tylu obserwacji
moze sie okazaé praktycznie niemozliwe. Dla uniknigcia tych trud-
noéci skonstruowano tzw. zamkniete testy sekwencyjne. Liczebnosdé
prébki n pozostaje tu nadal zmienng losowgy, ale ta zmienns lo-
sowa jest ograniczona z géry przez pewng ustalong liczbg No. Sto=-
sowanie zamknietych testéw sekwencyjnych daje wigc pewnosé, ze do-
éwiadczenie polega na wykonaniu co najwyzej N, obgerwacji., Poka-
zemy tu 2 przyklady zamknigtych testéw sekwencyjnych, zbudowanych
w oparciu o propozycje Armitage’a.

Przyk¥ad A. Zalézmy, ze badana cecha ma rozkad normalny ze
znang wariancjg 62, nieznana jest natomiast wartosé oczekiwana p.
Zatésmy dalej, Ze dane sg prawdopodobieristwa o oraz . Na pod-
stawie sekwencyjnie pobieranej prébki chcemy zweryfikowaé hipote-
z¢ H,, %e p=0, przeciwko hipotezie H,, Ze |p/e| >k, gdzie k jest
pewng statg dodatnia. Oznaczmy kolejne obserwacje DPIze€z Xyy Xpy eces
ceey Xyy oo i niech

n
(28) Yp = ;131 ’
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gdzie n oznacza aktualng ilosé obserwacji. Np. Jedli x, = 1,73
2--03tx3-04: x; = = 3,73 ... to zgodnie z (28) many y, =
= 1,Ts Y2'1p4i 7381 83 y4--1,9l es o

Narysujemy teraz prostokgtny uklad wspéirzednych, w ktérym na
osi poziomej odk*adaé bedziemy 1lo4é obserwacji n, natomiast na
osi plonowej bedziemy odktadaé wartosci ¥, obliczone wedlug wzoru
(28). Inaczej méwige, rysujemy Scieske prébksowq. ktéra dla nasze-
g0 przykiadu Jest Yamang majgcq wierzcholki w punktach o wepéi-
rzednych (n, $ Iy Sciezke prébkowg dla podanych wyzej wartosci 9
przedstawia rys., 4. W takim uk}adzie wspSirzednyah narysujmy dwie

2L
Rys 4

proste U i L, ktére majg byé symetryczne wzgledem osi poziome]j,
Oznacza to, #ie jesli prosta U dana jest réwnaniem

(29) Jp =&+ bn (a2, b >0)
to prosta L ma réwnanie
(30) Yy = -8 = bn.

Oprécz tego narysujmy prosta pionowg o réwnaniu n = N Te 3 pro-
ste przedstawione sg na rys. 5, ktéry stanowi graficznq ilustra-
cje zamknigtego testu sekwencyjnego Armitage’a,

Postegpowanie przy usyciu zamknigtego testu sekwencyjnego Ar-
mitage’a mozna, postugujac sie rys. 5, opisaé¢ nastepujaco. Jesli
Sciezka prébkowa znajduje si¢ wewngtrz obszaru ograniczonego pro-
stymi U i L oraz prostymi o réwnaniach n=0 i n = N, to losu-
Jemy kolejny element do prébki., Jesli Sciezka préblmwa osiggnela
bgdé prostg U, bgdf prostg L, to przyjmujemy hipoteze H,. Jesli
Sciezka prébkowa osiagnela prostg n = N,s to przyjmujemy hipote-
z¢ H . Widaé stad, ze dla tego testu liczebnoié prébkd rzeczywis-
cie moze byé co najwyzej N,

Opisane tu postepowanie ma posiadaé dwie Wiasnosci, Wkasnosé
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U' u" a#bn

n=No

&
dy

M

Rys.5

pierwsgza stwierdza, e gdy p=0, to prawdopodobiefistwo, Ze Sclei-
ka prébkowa osisgnie prostg U lub prostg L, ma byé réwne or. Ozna-
cza to, 2e prawdopodobiedstwo przyjecia hipotesy H, wynosi wtedy
{1 - 2, Wiasnoéé druga stwierdza, te gdy p = ko (bgdé - ko), to
prawdopodobiefistwo, Ze Scieska prébkowa osiggnie wtedy U (badé L),
ma byé réwne 1 - B .

Do wymienionych wiasno$ci dolgczmy jeszcze jeden warunek. Wa-
runek ten méwi, 2e wzdluz prostej U iloraz najwigkssze] wiarogod-
nodci dla hipotez p = ko oraz p = O ma byé wielkoscig staty réw-
ng licgbie (1 - B)/x. Wtedy atwo pokaszaé, e wspétczynniki a 1 b
w réwnaniach (29) 1 (30) majg wynosié

ke

D= =

2

Tym samym wyznaczylismy juz proste U oraz L, a pozostaje jeszcze
wyznaczyé maksymalng liczbe obserwacji No.

Z tymi samymi prawdopodobieristwami bledéw 2or i (3 moina hipo-
tezg¢ H sweryfikowaé przeciwko hipotezie H,l takze przy pomocy kla-
sycznego testu, ktéry wymaga uzycia prébki o z géry ustalonej 1i-
czebnofci. Oznaczmy liczebnosé takiej prébki przez N. Armitage po-
kazal, %e gdy prawdopodobieristwa 2o 1 [ zawarte sg w przedziale

(31)
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od 0,01 do 0,1 to wartoséé ilorazu NOIN gmienia sig¢ od 1,25 do 1,55.
W szegegélnodel dla 2o = B3 = 0,05 mamy NOIN- 1,37. 2 tych wska-
géwek moina w praktyce wyznaczyé w przyblizeniu liczbe Nona pod-
stawie znajomos$oi liczdby N.

Prgyk¥ad B, Przypusémy, 2e poréwnujemy skutecznodé dwu lekdw
K &+ 1. Zakladamy, 2e dla kazdego pacjenta (wzglednie dla kazde]
pary pacjentéw) mozliwe sg tylko dwa wyniki badanias 1° lek K jest
gorsgy od leku Lj 2° 1ek K jest lepszy od leku L, Zakiadamy da-
lej, 2e dla kazdego pacjenta (kazdej pary pacjentéw) prawdopodo-
bieristwo wyniku oznaczonego przez 3° wynosi p, a prawdopodobieri-
stwo wyniku oznaczonego przez 2% wynosi 1 - p, przy czym wyniki
u poszczegélnych pacjentéw (par pacjentéw) =3 niezalezne. Niech
dla pacjenta o numerze i (1=1, 2, ...) zmienna losowa x, okres-
lona bedzle nastepujgco

(32) X, = + 1 , gdy zaobserwowano wynik oznaczony p¥zes i
- 1 , gdy zaobserwowano wynik oznaszony przez 2%

i1 niech

(33) yn = izi ’

i=1

gdzie n ogznacza aktualng ilosé zbadanych pacjentéw (par pacjen-
téw). Z okreélenia smiennej losowe] x; latwo zauwwazyé, Ze

(34) | ’n+1 - ynl =1,

Przy pomocy zamknietego testu sekwencyjnego Armitage’a chcemy
gweryfikowaé hipotesze Hy, ze skutecznoéé obu lekéw jest jednako-
wa, przeciwko hipotezie H1, e prawdopodobieristwo, iz jeden z tych
lekéw jest lepszy od drugiego, wynosi conajmniej Py» gizie p, > 0,5.
Mamy wiec

Hoz p = 0,5, H1: P> py albo 1 “P=>Dg .

Dalej postepujemy juz analogicznie jak w przykiadzie A, Rysu-
jemy prostokatny uktad wspérzednych,w ktérym na osi poziomej od-
kXadaé bedziemy ilosé zbadanych pacjentéw (par pacjentéw) n, na-
tomiast na osi pionowej bedziemy odkYadaé wartosci In obliczone
wedtug wzora (33). Oprécz tego nalezy w tym ukladzie wspbirzed-
nych narysowaé proste U i L o réwnaniach (29) 1 (30) oraz prostg

n=N,. Dla rozpatrywanego przykiadu wspblczynniki a i b w réw-
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naniu prostych U i L wynosza (por. np. [2])

2 10g L&
IS ———1

Py
1 - P

log
(35) g 1
1og 35T = 5,7
P4 Py
Py

108 w———
| $T
gdzie 2 oznacza prawdopodobierstwo biedu I rodzaju, a 3 oznacza
prawdopodobiefistwo bxedu II rodzaju. ILiczbe No mozna wyznaczyé
w oparciu o wskazéwki zamieszczone na koficu przykadu A.

Dla ilustracji zaidézmy, Ze P = 0,8 oraz, 2e 2o = 3 = 0,05,
Ze wzoru (35) mamy wtedy

2 log L= 2395 2 1og38
=

b =

(36) a= 5 = 5,25
log T -0,8 log4
log - log 0,64
(37) Ry A = 0,32
°¢ 7 -o0,8 v s
Stad prosta U ma réwnanie
(38) Yy = 5425 + 0,32n ,
zaé prosta L ma réwnanie
(39) yn = - 5'25 - 0’32!1 .

Zweryfikowanie wymienionych hipotez na podstawie testu niesekwen-
cyjnego wymaga uzycia prébki o liczebnosci N = 32, skad otrzymu-
jemy, 2Ze No = 1,37 N = 1,37-32 =2 44, Ten zamkniety test sekwven-
cyjny, gdzie proste U 1 L maja odpowiednio réwnania (38) 1 (39),
za$ N, = 44, przedstawiony jest na rys. 6.

Tutaj moze si¢ zdarzyé, ze badanie przerywamy i przyjmujemy
hipoteze Ho, zanim jeszcze Sciezka prébkowa osiggnie prosta n -No.
Mianowicie gz (34) wynika, 2e badanie nalezy zakoficzyé i prazyjaé
hipoteze Ho, skoro tylko Sciezka prébkowa osiaggnie jeden z dwu od-
cinkéw, zaznaczonych na rys, 6 linia przerywans.
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n=44

Sy

Rys.6
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